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基于容错高斯消元的线性分组码校验矩阵重建
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摘 要：针对线性分组码校验矩阵重建容错性能差的问题，提出了一种基于容错高斯消元的校验矩阵重建算法。

首先，通过多次随机抽取码字的部分比特构建残缺码字，依据比特对数似然比绝对值的均值和最小值计算其可

靠度，从而筛选出高可靠度的残缺码组。其次，针对残缺码组基的部分错误状态，利用容错高斯消元算法求解

与之对应的疑似校验向量，进而从中判定并还原出真实的校验向量。最后，依据码字比特能否通过已知校验向

量更新比特对数似然比绝对值，进一步提升比特可靠度，为下次随机抽取部分比特带来增益。仿真结果表明，

在相同识别条件下，所提算法的重建率高于现有算法。对于 IEEE802.11n协议下的LDPC（648,324）码，现有算

法在误码率达到0.005 5时即失效，而所提算法在误码率为0.008时，校验矩阵重建率仍能达到98%以上。
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Abstract: Aiming at the problem of poor fault-tolerant performance in the reconstruction of the parity-check matrix of 

linear block codes, a parity-check matrix reconstruction algorithm based on fault-tolerant Gaussian elimination was pro‐

posed. Firstly, partial bits of codewords were randomly sampled multiple times to construct incomplete codewords. The 

reliability was calculated based on the mean and minimum of the absolute values of the bit log-likelihood ratios, so as to 

screen out high-reliability incomplete code groups. Secondly, for the partially incorrect states of the basis of the incom‐

plete code groups, the fault-tolerant Gaussian elimination algorithm was used to solve the corresponding suspected 

parity-check vectors, and then the true parity-check vectors were determined and restored from them. Finally, according 

to whether the codeword bits could pass through the known parity-check vectors, the absolute values of the bit log-

likelihood ratios were updated to further improve the bit reliability, bringing gains for the next random sampling of par‐

tial bits. The simulation results showed that, under the same identification conditions, the reconstruction rate of the pro‐

posed algorithm is higher than that of the existing algorithms. For the LDPC(648,324) code under the IEEE802.11n pro‐

tocol, the existing algorithms fail when the bit error rate reaches 0.005 5, while the reconstruction rate of the proposed al‐

gorithm for the parity-check matrix still reaches over 98% when the bit error rate is 0.008.
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0　引言

信道编码识别是指仅通过分析截获的信息序

列，识别其中所采用的编码方式和编码参数（如码

长、起点和校验矩阵等），从而提取信息序列中所

承载的通信内容和目标属性等信息。线性分组码是

一种在信道编码中广泛使用的重要编码方式，包括常

见的BCH（Bose-Chaudhuri-Hocquenghem）码、RS

（Reed-Solomon）码、LDPC（low-density parity-check）

码、汉明码等。线性分组码的识别是信道编码识别

的核心组成部分，广泛应用于智能通信、军事侦察

和信息对抗等领域，具有重要的现实意义[1]。

线性分组码的识别可以通过分析特定码字类型

的编码结构来实现[2-6]，但该类方法仅适用于特定

的编码类型。还有一类通用方法，通过分析线性分

组码码元之间的线性关系来实现。张永光等[7]通过

构建码字矩阵进行直接高斯消元处理，以码字矩阵

的秩亏情况来确定码长，同时根据移位矩阵的秩亏

情况来确定起点，进而得出生成矩阵和校验矩阵。

然而，随着误比特率的增加，该方法的有效性迅速

下降。吴昭军等[8]针对LDPC码稀疏校验矩阵的重

建问题，首先采用随机抽取码字的部分比特构建残

缺码字，再从中随机选择部分残缺码字进行直接高

斯消元处理，从生成的低维对偶空间中寻找稀疏校

验向量。该方法降低了计算复杂度并提升了容错

性。然而，由于残缺码字的选择是随机的，未能充

分利用码组中的高质量码字，因此在高误码率条件

下，重建性能仍有提升空间。刘恒燕等[9]在随机抽

取码字的基础上，利用改进的归一化最小和

（NMS, normalized minimum sum）译码方法改善码

组整体的质量，进一步提高了重建率。王忠勇

等[10]采用剔除错误码字和翻转最不可靠比特的方

法实现码组整体质量提升。张天骐等[11]采用剔除

错误码字和改进分层置信传播（LBP, layered belief 

propagation）译码的方法实现码组整体质量提升。

然而，上述这些方法只能在部分校验向量已知的情

况下提升码组质量，且译码方法并不适用于所有线性

分组码。此外，码字剔除不够谨慎，未考虑到一个校

验关系被破坏并不代表所有校验关系被破坏。直接

高斯消元算法的行叠加操作会导致错误传播到其他

码字，进一步减少了可用校验向量的数量。包昕

等[12]采用 k阶列消元方法求解校验向量，并利用剔

除错误码字的方法提高码组内无误码码字的比例，

将有误码情况下的识别问题转化为无误码的情况。

但该方法容错性能有限，且所需码字数量巨大。刘

杰等[13]利用高斯列消元算法对码字矩阵进行处理，

并设定相关列的判决门限，最终依据相关列归一化

的数值识别码长和起点，但该方法在码长增大时失

效。由于上述利用高斯消元法求解校验向量的方法

仅针对未被破坏的校验关系，因此得到的校验向量

的数量是有限的。游凌等[14]和杨晓炜等[15]利用

Walsh变换求解校验向量。该方法在容错性方面表

现良好，但是在码长较大时，计算量会急剧增加。

王垚等[16]利用码字软解调序列的最小值筛选码字，

但因为最小值不能全面反映码字的质量，故筛选效

果有待提高。

以上分析表明，高误码率下传统算法的校验矩

阵重建率低主要有2个原因：一是未能充分利用码

组中的高质量码字，其随机选择部分码字进行识

别，增加了重建的难度；二是所使用的高斯消元算

法容错性低。传统算法主要利用直接高斯消元与列

高斯消元求解疑似校验向量，直接高斯消元含初

等行列变换，其中行叠加操作（码字与码字叠加）

会使码字间误码扩散。列高斯消元虽无行叠加操

作，却仍无法求解被破坏的校验关系，容错性能

有限。

为此，本文提出了一种基于容错高斯消元的线性

分组码校验矩阵重建算法。首先，该算法通过多次随

机抽取码字的部分比特构建残缺码字，依据比特对

数似然比（LLR, log-likelihood ratio）绝对值的均

值和最小值计算残缺码字可靠度，并筛选出高可靠

度的残缺码组，从而充分利用误码组中未受损的校

验关系。其次，针对残缺码组基的部分错误状态，

利用容错高斯消元算法求解与之对应的疑似校验向

量，使其涵盖更多真实的校验向量，从而增强高斯

消元的容错能力。最后，利用已知校验向量校验码

字，并根据码字校验情况持续更新比特的对数似然

比，进一步提高码字可靠度，从而加速校验矩阵重

建并提升重建率。

1　问题描述与分析

线性分组码校验矩阵重建的前提是码长和起点

已知，文献[13]对此问题已有研究。因此，本文在

假设已知码长n和起点 sp的条件下，探讨校验矩阵

H的重建方法。设接收到 (n,k )线性分组码的软解
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调序列为 r = [ r1,r2,⋯,rL ]，硬判决比特序列为 y =

[ y1,y2,⋯,yL ]，其中 yi ∈ {0,1}，L为序列长度。先将

硬判决比特序列 y的前 sp - 1比特删除，再将剩余

比特分成 N = ê
ë
êêêê ú

û
úúúúL - sp + 1

n
组，可得 N × n 的码字

矩阵Y为

Y =
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ê ù
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=
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⋮ ⋮ ⋮
y( )N - 1 n + 1 y( )N - 1 n + 2 ⋯ yNn

(1)

其中，yi为完整码字。按照同样方式将软解调序列

r排成矩阵R，如式(2)所示。

R =

é
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ê

ê
êê
ê

ê
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û
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ú

ú
úú
ú

ú

ú
r1

r2⋮
rN

=
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ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê ù

û

ú
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ú
ú

ú
r1 r2 ⋯ rn

rn + 1 rn + 2 ⋯ r2n⋮ ⋮ ⋮
r( N - 1)n + 1 r( N - 1)n + 2 ⋯ rNn

(2)

其中，每个元素都是 Y 相同位置比特的软解调

信息。

在无误比特情况下，Y 中的每个码字都满足

HyT
i = 0的线性约束，可直接对Y进行高斯消元求

出码字的全部校验向量，实现校验矩阵重建。然而

在有误比特情况下，直接高斯消元只能得到部分校

验向量，而且校验向量的个数随着误比特率的增加

逐渐减小，直至为零。文献[8]利用LDPC校验向量

稀疏的特点，通过随机抽取码字的部分比特构建残

缺码字，在低维度下求解校验向量，减少了求解校

验向量的计算复杂度并提高了容错性。残缺码字能

够求解部分校验向量的前提是这些校验向量的校验

位在残缺码字中保持完整。因此，无论线性分组码

的校验矩阵是否稀疏，只要残缺码字中存在一些完

整的校验位，即可用来求解部分校验向量。

文献[8]在构建残缺码字矩阵后，随机抽取部

分行向量形成方阵，再对该方阵进行高斯消元以求

解对偶向量。由于方阵的行向量是随机抽取的，其

码字质量与残缺码字矩阵的整体质量相当，未能充

分利用矩阵中的高质量残缺码字。虽然文献[9-11]

采取剔除错误码字、翻转不可靠比特、译码等方法

提高了残缺码字矩阵的整体质量，但是仍以随机抽

取行来构造方阵，而且运用这些方法的前提是已经

获得部分校验向量。本文算法利用比特对数似然比

绝对值的均值和最小值计算残缺码字的可靠度，并

据此筛选残缺码字，不需要校验向量即可筛选出高

质量残缺码字。

传统高斯消元法求解校验向量仅适用于校验关

系未被破坏的情况。本文提出的容错高斯消元算法

能够在校验关系遭到破坏的条件下求解校验向量。

该算法首先通过控制高斯消元的过程和结果，对于

筛选出的残缺码组基，直接求解其无错和有单个错

误码字时的疑似校验向量。然后，利用这些已知的

疑似校验向量，推导出更多错误状态对应的疑似校

验向量，从而求解码字中被破坏的校验关系，提高

获得真实校验向量的概率。此外，为了进一步提高

码字可靠度，本文算法通过已知校验向量更新了比

特对数似然比，为残缺码字再次筛选提供更可靠的

依据。具体而言，对参与且通过校验的比特，将其

对数似然比绝对值加上调节因子α。对参与但未通

过校验的比特，将其对数似然比绝对值减去调节因

子 α，其经验值为 1。此方法将校验向量中的可靠

信息融入比特对数似然比绝对值，使计算码字可靠

度时仅需利用比特对数似然比绝对值即可。

综上所述，基于容错高斯消元的线性分组码校

验矩阵重建流程如图1所示。文献[8]已详细分析了

随机比特抽取过程，码字比特对数似然比的更新也

已在本节阐述。接下来，将在重建算法中重点分析

码字筛选策略、容错高斯消元法求解疑似校验向量

的过程以及疑似校验向量的判决方法。

2　校验矩阵重建算法

本节首先从码字筛选的 2 个关键步骤展开分

析，即码字筛选数量的确定和码字可靠度的计算。

然后详细分析基于容错高斯消元的疑似校验向量求

解过程，接着讨论疑似校验向量的判决方法。最

终，综合这些步骤形成完整的校验矩阵重建算法。

2.1　码字筛选数量的确定

假设筛选出K个码字向量以构成码字向量组，

该向量组的作用是获取校验向量。因此，对于残缺
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图1　基于容错高斯消元的线性分组码校验矩阵重建流程
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码字向量组，应包含残缺码字空间的一组基。对于

完整码字向量组，则需包含完整码字空间的一组

基。换言之，码字向量组应具有满秩特性。

设Vi表示含有 i个GF (2)上n维向量的向量组，

rank (Vi ) 表示向量组 Vi 的秩，Vi,j 表示含有 i 个

GF (2)上 n维向量且秩为 j的向量组。Pi,j 表示从 n

维线性空间V (2n )中随机选取 i个向量构成向量组

Vi，且其秩为 j的概率。从V (2n )中随机选取一个

向量 v，若Vi,j已知，则 v与Vi,j的关系只有 v能或不

能被Vi,j 中的向量线性表出 2种情况。若 v能够被

Vi,j 中的向量线性表出，则 v 与 Vi,j 组成新向量组

Vi + 1,j，否则组成新向量组Vi + 1,j + 1。向量组的状态

转移如图2所示。

若向量组Vi - 1,j和Vi - 1,j - 1已知，从V (2n )中随

机 取 一 个 向 量 v， 则 Vi,j 可 由 {v,    Vi - 1,j} 和

{v,    Vi - 1,j - 1}得到，如图2所示。V (2n )中共有2n个

向量，其中 2
rank ( )Vi,j 个向量可以被 Vi,j 线性表出，

2n - 2
rank ( )Vi,j 个向量不可以被线性表出。若Pi - 1,j和

Pi - 1,j - 1已知，则可得

Pi,0 = Pi - 1,0

20

2n
,    j = 0

Pi,j = Pi - 1,j

2
rank ( )V

i - 1,j

2n
+

Pi - 1,j - 1

2n - 2
rank ( )V

i - 1,j - 1

2n
, 0 < j ≤ n (3)

其中，rank (Vi - 1,j ) = 2j，rank (Vi - 1,j - 1 ) = 2j - 1。设

不含向量的空组秩为0，则V0的秩为 j的概率为

P0,0 = 1,    j = 0

P0,j = 0,    0 < j ≤ n (4)

在已知递推式(3)和边界条件式(4)的条件下，

从V (2n )中随机选取K = n + x个向量构成向量组，

计算其满秩的概率，如图3所示。

由图 3可知，从V (2n )中随机选取 n + 10个向

量，有大于 0.999 的概率使向量组秩为 n。因为

(n,k )线性分组码码字空间是V (2n )的 k维子空间，

所以在K = k + 10的条件下，K个随机码字有大于

0.999的概率包含 (n,k )线性分组码码字空间的一组

基。在实际应用中，虽然 k的值未知，但 k小于 n，

所以可以将K设为n + 10。

2.2　码字可靠度的计算

考虑在噪声功率为 σ2 的加性白高斯噪声

（AWGN, additive white Gaussian noise）信道模型

下，调制方式为二进制相移键控（BPSK, binary 

phase-shift keying），发送序列为 c = [c1,c2,⋯,cL ]，
其中 ci ∈ { + 1,-1}，则每个硬判决比特 yi的后验概

率对数似然比LLR ( yi )为

LLR ( yi ) = ln ( P ( )ci = +1|ri

P ( )ci = -1|ri ) =
2

σ2
ri (5)

其中，ri表示软解调序列 r的元素。sgn (LLR ( yi ) )
表示 yi 的极性，|LLR ( yi ) |的大小表示 yi 取值可信

度的大小，|LLR ( yi ) |的值越大，则 yi 取值出错的

概率越小。

Y的行向量 yi是码字，定义 yi,j表示 yi的第 j个

比特。R的行向量为 ri，定义 ri,j 是向量 ri 的第 j个

比特。定义δmin和δmean分别表示某个码字中比特对

Vi−1,Vj−1 Vi−1,Vj

Vi+1,Vj Vi+1,Vj+1

Vi,Vj

v2A((*
v)2A((*

图2　向量组的状态转移
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数似然比绝对值的最小值和平均值，如式(6)和式(7)

所示。

δmin =
2

σ2
min (| ri,0 |,⋯, | ri,n | ) (6)

δmean =
2

σ2
mean (| ri,0 |,⋯, | ri,n | ) (7)

δmin反映了该码字可靠度的下限，δmean反映了

该码字可靠度的整体趋势。二者分别从不同角度展

现了码字的可靠程度。因此，在评估码字可靠度

时，应综合考虑 δmin与 δmean，单独依赖其一容易导

致码字可靠度降低。设δi表示码字可靠度，其计算

方式为

δi = δmin β + δmean(1 - β ) (8)

其中，权重因子 β的经验值为0.66。因为高可靠度

的码字相较于低可靠度的码字包含误比特的可能性

更低，所以计算出码字的可靠度后，码字筛选过程

就是比较码字可靠度并选择最高可靠度码字的过

程。码字筛选算法如算法1所示。

算法1 码字筛选

输入 Y，R，K

输出 已排序的Y

1) 初始化δ为零向量

2) for i = 1,2,⋯,N do

3)    根据式(6)和式(7)计算δmin和δmean

4)    根据式(8)计算δi

5) end for

6) left ← 1，right ← N

7) while true

8)    j ← left，k ← right

9)    i ← left，pivot ← δleft

10)    while i ≤ k

11)       if pivot < δi then

12)          交换δi和δj，交换yi和yj

13)           i ← i + 1，j ← j + 1

14)       else if δi < pivot then

15)           交换δi和δk，交换yi和yk

16)           k ← k - 1

17)       else i ← i + 1

18)       end if

19)    end while

20)    if K < j then

21)       right ← j - 1

22)    else if k < K then

23)       left ← k + 1

24)    else break

25)    end if

26) end while

27) 对Y的前K行码字根据δ从大到小排序

在算法 1中，步骤 1)至步骤 5)遍历N × n维的

R，计算复杂度为O (nN )；步骤6)至步骤26)在Y的

行维上线性分组，计算复杂度为O (N )；步骤 27)

对 Y 的前 K 行码字进行排序，计算复杂度为

O (K log K )。故算法 1 的总计算复杂度为 O (nN )，
其中N、n分别为Y的行、列维度。

2.3　基于容错高斯消元的疑似校验向量获取

在对 Y 排序后，取其前 K 行作为消元矩阵

AK × n。通过行交换、列交换和列叠加操作，对消

元矩阵AK × n消元，可得A′K × n为

A′K × n = EK × K AK × nFn × n =

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
úIk′ × k′ 0k′ × ( )n - k′

B( )K - k′ × k′ 0( )K - k′ × ( )n - k′

(9)

其中，Ik′× k′是单位阵，0k′× ( )n - k′ 和0( )K - k′ × ( )n - k′ 是全

零矩阵，B( )K - k′ × k′的元素是0或1，EK × K是初等行交

换矩阵，Fn × n = [ f 1,⋯,f n - 1,f n ] = [Γn × k′Θn × (n - k′ )]
是初等列交换矩阵。

Fn × n包含对AK × n的列叠加和列交换2个操作，

列叠加操作可使A′K × n列向量的首非零元位置互异，

且每个首非零元所在的行中仅有首非零元一个非零

元。列交换操作则使 A′K × n 的列向量呈阶梯形。

EK × K 仅包含对AK × n 的行交换操作，使A′K × n 的行

向量也呈阶梯形。当A′K × n 的行列都呈阶梯形时，

它的左上角是单位阵。因此，通过行交换、列交换

和列叠加操作，不仅可以将AK × n转换为式(9)所示

的形式，还能避免行叠加所带来的误码扩散问题，

即防止错误码字与其他码字叠加后产生更为严重的

错误码字。

设 EK × K AK × n = [ y′1,y′2,⋯,y′K ]T
， 其 中 y′i(1 ≤

i ≤ K)表示 EK × K AK × n 的行向量。EK × KAK × n 的意

义是交换 AK × n 的行，使 AK × n 的前 k′行是其行向

量的一组基，即{y′1,y′2,⋯,y′k′}是EK × K AK × n和AK × n

行向量的一组基，称为码组基。设a′i,j(1 ≤ i ≤ K,1 ≤
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j ≤ n)为A′K × n 的元素，根据式(9)可知，A′K × n 又可

表示为EK × K AK × nFn × n。由矩阵乘法的定义可知，

a′i,j是 y′i与 f j内积的结果。若a′i,j = 0，则 f j是 y′i的对

偶向量；若a′i,j = 1，则 f j不是 y′i的对偶向量。码组

基与 Fn × n 的乘积结果为 Ik′ × k′和 0k′ × ( )n - k′。因此，

Θn × (n - k′ )的列向量与码组基的全部码字正交，Γn × k′

的列向量仅与码组基中的一个码字不正交。当

AK × n中没有错误比特时，k′ = k，码组基中没有错

误码字。此时，Θn × (n - k′ )的列向量与码组基的所有

码字正交，就是码字的校验向量。而当AK × n中存

在错误比特时，k′ > k，码组基中有一些码字是错

误码字。这些错误码字的部分校验关系被破坏，导

致校验向量与码组基中所有码字的内积不再严格全

为零。在此情况下，因为Θn × (n - k′ )和Γn × k′的列向

量是码组基中大部分码字的对偶向量，所以这些列

向量是疑似校验向量。

若将{y′1,y′2,⋯,y′k′}视为包含错误码字的码组

基，且其错误码字数量为ne，则每个错误状态对应

从k′个码字中随机选取ne个错误码字作为错误码字

的不同组合，其组合数量可表示为Cne
k′。若某个向

量与码组基的ne个错误码字不正交，而与其错误余

码字正交，则可将其视为在码组基的错误码字数量

为 ne 时某个错误状态下的对偶向量。显然，

Θn × (n - k′ )的列向量是在ne = 0时的对偶向量，Γn × k′

的列向量是在ne = 1时的对偶向量。

考虑真实校验向量与码组基中码字的内积结

果，其中值为1的错误码字数量（即校验不通过的

数量）显然会随着误比特率的升高而增加。因此，

可以进一步假设码组基中错误码字数量ne ≥ 2，从

而获得更多的疑似校验向量。

当 ne = 2时，码组基的错误状态有C2
k′种。定

义向量 f = f i + f j，其中 f i和 f j取自Γn × k′且(i ≠ j)。

定义向量d为码组基与 f的内积结果，显然向量d是

码组基与 f i和 f j内积结果之和，即 Ik′ × k′第 i和 j列

列向量之和。因此，向量 d中有 2个 1，f是在 ne =

2时某个错误状态下的对偶向量。由于Fn × n 秩为

n，其列向量构成一个线性无关组。因此，作为

Fn × n子矩阵Γn × k′的列向量同样构成一个线性无关

组。从Γn × k′的列向量中选取 2个向量，共C2
k′种组

合方式，与码组基的C2
k′种错误状态一一对应。这

些组合所得向量是在ne = 2时的对偶向量，也是码

字的疑似校验向量。以此类推，从Γn × k′的 k′个列

向量中选取3,⋯,k′个，并对它们进行向量加法，同

样可以得到ne = 3,⋯,k′时对应的疑似校验向量。

由上述分析可知，对AK × n依据式(9)进行高斯

消元得到矩阵Fn × n，其列向量仅包含码组基中错

误码字数量满足 0 ≤ ne ≤ 1时的疑似校验向量。当

2 ≤ ne ≤ k′时，需要另外构造疑似校验向量。若将

新构造的向量依次排列在Fn × n的列向量之后，那

么Fn × n的列数将变为m = n + C2
k′ + ⋯ + Cne

k′。定义

nE为码组基中错误码字数量的上限，即0 ≤ ne ≤ nE，

且nE ≤ k′。定义ai和ai分别为AK × n第 i行行向量和

第 i列列向量，ai,j 为AK × n 第 i行第 j列的元素。求

解疑似校验向量的容错消元算法，如算法2所示。

算法2 容错高斯消元

输入 AK × n，nE

输出 Fn × m

1)初始化Fn × m ← [ In × n0n × (m - n ) ]
2)for pivot = 1,2,⋯,n do

3)    ti ← 0，tj ← 0

4)    for i = povit,⋯,K do

5)        for j = pivot,⋯,n do

6)        if ai,j == 1 then

7)            ti ← i，tj ← j

8)            break

9)         end if

10)     end for

11)     if ti ≠ 0 then break

12)  end for

13)  if ti == 0 then break

14)  if ti ≠ pivot then

15)       交换apivot和ati

16)  end if

17)  if tj ≠ pivot then

18)       交换apivot和atj，交换 f pivot和 f tj

19)  end if

20)  for j = 1,2,⋯,n do

21)     if j ≠ pivot and apivot,j == 1

22)       aj ← aj + apivot，f j ← f j + f pivot

23)     end if

24)  end for
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25)end for

26)初始化 sr ← n + 1

27)初始化{sv1,sv2,⋯,svk′}← {2,3,⋯,k′,0}

28)初始化{sn1,sn2,⋯,snk′}← {k′ - 1,⋯,0}
29)for ne = 2,⋯,nE do

30)  for i = 1,⋯,k′ - ne + 1 do

31)    for j = 0,⋯,sni - 1 do

32)        f sr + j ← f j + f svi + j

33)    end for

34)    sr ← sr + sni

35)    svi ← sr

36)  end for

37)  初始化 sum ← 0

38)  for i = k′ - ne + 1,⋯,1 do

39)    sum ← sum + sni

40)    sni ← sum - sni

41)  end for

42) end for

算法2包含两部分，步骤1)至步骤25)是对AK × n

进行高斯消元的过程，因AK × n行数K = n + 10，故

此部分计算复杂度为O (n3 )。步骤 26)至步骤 42)是

进一步构造疑似校验向量的过程，利用错误码字数

量 ne = 1时的疑似校验向量构造 ne = 2时的疑似校

验向量，利用 ne = 1和 ne = 2时的疑似校验向量构

造ne = 3时的疑似校验向量，依次构造错误码字数

量满足 4,⋯,ne 时的疑似校验向量。此过程是一个

线性递推的过程，共进行m - n次 n维向量加法操

作，计算复杂度为O (n∑
ne = 2

nE

Cne
k′ )。综上所述，算法2

的总计算复杂度为O (n (n2 + ∑
ne = 2

nE

Cne
k′ ) )。

当nE = 1时，算法2本质上等同于高斯消元算

法。尽管其计算复杂度仍为O (n3 )，与传统高斯消

元算法相当，但算法2能够生成容纳单个错误码字

的疑似校验向量，从而显著提升了容错能力。

当 nE = 2时，算法 2相较于 nE = 1的情况，额

外增加了C2
k′次 n维向量加法操作。由于 k′是矩阵

AK × n 的秩，在有误码的条件下 k ≤ k′ ≤ n，因此

C2
k′ =

k′( )k′ - 1
2

≤ n (n - 1)
2

。此时，算法 2 的计算

复杂度与进行2次高斯消元的计算复杂度相当。然

而，算法 2能够生成将近
n + n ( )n - 1

2
个疑似校验

向量，而进行2次高斯消元最多只能获得2n个疑似

校验向量，远少于nE = 2时所能生成的疑似校验向

量数量。

考虑nE = k′的极端情况，算法2生成的疑似校

验向量由两部分组成：第 1部分是V (2n )的 n - k′

维子空间的一组基；第 2部分是V (2n )的 k′维子空

间。其中，第1部分是AK × n的对偶向量，第2部分

是AK × n 码组基在 ne = 1,2,⋯,k′时的对偶向量。在

这种情况下，算法 2 枚举了码组基的全部错误可

能，必定能够找到码字对偶空间的一组基。然而，

此时算法 2的总计算复杂度为O (n (n2 + 2k′ - k′) )，
接近 Walsh 变换法[14-15]，是一个极其庞大的计

算量。

因此，为了在保证容错性的同时降低计算复杂

度，算法2应选取较小的nE值。在本文的仿真实验

中，设置nE = 2以实现这一目标。

2.4　疑似校验向量的判定

设疑似校验向量为h，其码重为wh。假设条件

H0表示h是随机向量，假设条件H1表示h是校验

向量。Njudge表示h校验的码字数量，将码字通过与

不通过校验的数量之差 t作为统计量。当Njudge充分

大且误比特率为 pe 时，在假设条件H0和H1下，t

分别服从式(10)和式(11)所示的正态分布[15,17]。

t~N (0,Njudge ) (10)

t~N (Njudge(1 - 2pe )wh,Njudge(1 - (1 - 2pe ) 2wh ) )   (11)

设式(10)的均值和方差分别为 μ0和 σ 2
0，式(11)

的均值和方差分别为 μ1 和 σ 2
1。根据正态分布的累

计分布函数可知，在H0假设条件下超过99.99%的 t

位于区间[ μ0 - 5σ0,μ0 + 5σ0 ]。类似地，在H1假设条

件下超过 99.99% 的 t 位于区间 [ μ1 - 5σ1,μ1 + 5σ1 ]。
若两区间无重叠，即

μ0 + 5σ0 < μ1 - 5σ1 (12)

则能明显区分 t属于哪个正态分布。将μ0、σ0、

μ1和σ1代入式(12)得

Njudge > 25

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç
ç

ç 1 + 1 - ( )1 - 2pe

2wh

( )1 - 2pe

wh

ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷

2

(13)
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由式(12)可知，若要有效利用 t区分校验向量

和随机向量，则Njudge需要满足式(13)。又因为Y中

实际接收码字的数量N是有限的，所以

Njudge =

min

æ

è

ç

ç

ç

ç
ççç
ç

ç

ç
25

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç
ç

ç 1 + 1 - ( )1 - 2pe

2wh

( )1 - 2pe

wh

ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷

2

,N,200

ö

ø

÷

÷

÷

÷
÷÷÷
÷

÷

÷ (14)

其中，200是为了使Njudge充分大，能保证 t服从正

态分布。计算最小错误判决门限及其近似值[8]分

别为

Λopt =

( )μ1σ
2
0 - μ0σ

2
1 ± σ0σ1 ( )μ0 - μ1

2
+ 2 ( )σ 2

0 - σ 2
1 ln

σ0

σ1

( )σ 2
0 - σ 2

1

(15)

Λopt ≈ μ0σ1 + μ1σ0

σ0 + σ1

(16)

由式(14)可知，Njudge ≤ N，所以 Njudge 不满足

式(13)。此时两区间重叠部分较大，虽然Λopt平均

判错概率最小，但是误判概率不容忽视。因此，设

置判决下限为

Λopt = max (Λopt,μ0 + 5σ0 ) (17)

从而保持较小的误判概率。当疑似校验向量的

统计量 t ≥ Λopt时，即可判定为校验向量。

2.5　校验矩阵重建算法步骤

为了进一步提升校验矩阵重建算法的容错能

力，本文还引入了列随机抽取，设码字被抽取的比

特数为 s。经过上述分析，已在 s = n的条件下，即

码字结构完整的条件下，实现了码字筛选、疑似校

验向量获取和校验向量判定。当 s < n时，只需将

关于码长的参数 n 替换为 s，上述方法同样适用，

整个校验矩阵的重建算法，如算3所示。

算法3 校验矩阵重建

输入 硬判决序列 y，软解调序列 r，码长n和

起点 sp，误比特率 pe，比特抽取数量 s，列随机抽

取次数 itercol，校验重量上限 wmax，容错上限

nE = 2，权重因子β = 0.66，调节因子α = 1

输出 校验矩阵H

1)初始化K ← s + 10，H ← 0

2)由y和 r根据式(1)和式(2)构造Y和R

3)由pe和wmax根据式(14)计算Njudge

4)for i = 1,2,⋯,itercol do

5)   随机抽取Y和R构造Ys和Rs

6)   由Ys、Rs和K根据算法1对Ys进行排序

7)   由Ys的前K行构造AK × s

8)   根据算法2对AK × s消元，获取Fs × m

9)   删除Fs × m中校验重量大于wmax的疑似校验

向量

10) 随机从Ys中选择Njudge个码字

11) 计算疑似校验向量的统计量 t

12) 由式(17)计算疑似校验向量的判决下限Λopt

13) 将 t ≥ Λopt的疑似校验向量还原为校验向量

14) 将不能被H表示出的校验向量加入H

15) 利用新增校验向量和调节因子α更新R

16)end for

在整个重建过程中，算法 3共执行 itercol 次码

字筛选和容错高斯消元。其中，高斯消元的计算复

杂度是O (s3 )，码字筛选的计算复杂度是 O (nN )。
当 s较大时，码字筛选的计算量相较于高斯消元可

忽略不计，因此其总计算复杂度为O (itercol s
3 )。本

文方法优先选取高可靠度码字重建校验矩阵，通过

新增校验向量进一步提高码字可靠度，从而加速了

迭代收敛，而且不需要行随机抽取。因此，本文算

法的计算复杂度显著低于传统算法[8-11]。

3　仿真实验及性能分析

本节基于MATLAB 2022a平台开展实验研究。

由于RS码和汉明码是BCH码的特例，故实验选取部

分BCH码以及 IEEE802.11n协议和802.11e标准中的

LDPC码作为研究对象。实验首先验证码字筛选与对

数似然比更新的有效性，随后通过与传统高斯消元

算法对比，评估容错高斯消元算法的容错性能。最

后系统分析码长、码率、码字数量、列抽取次数以

及调节因子和权重因子对本文算法重建性能的影响，

并在重建率和计算复杂度方面与现有算法进行对比。

3.1　码字筛选有效性验证

在不同的信噪比（SNR, signal to noise）条件

下，分别随机生成 140 000 个 BCH(63,30)码字和

IEEE802.11n 协议下的 LDPC(648,324)码字，统计

正确、错误以及全部比特对数似然比绝对值的

均值，如图 4所示。
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由图4可以看出，在不同的SNR条件下，正确

比特与全部比特对数似然比绝对值的均值相差不

大，而正确比特与错误比特对数似然比绝对值的均

值存在明显差异。对数似然比绝对值的均值大小反

映了比特可靠度的高低，因此可以用来区分正确比

特和错误比特。

在不同SNR条件下，随机生成140 000个BCH(63, 

30)码字和 IEEE802.11n协议中的LDPC(648,324)码

字，根据式(1)和式(2)，将它们分别排列成矩阵并

按算法 1进行排序，进行 10 000次蒙特卡罗仿真。

统计码字的整体误比特率，以及排序前后矩阵前K

行码字的误比特率，如图5所示。

由图5可知，排序前矩阵前K行码字的误比特

率与整体误比特率一致，而排序后矩阵前K行码字

的误比特率则低于整体误比特率。随着 SNR的降

低，排序后矩阵前K行码字的误比特率与整体误比

特率的差异逐渐减小，虽然筛选效果逐步下降，但

是依旧优于未筛选效果，因此该算法能够从整体码

字中有效筛选出部分高质量码组。

在误比特率为0.000 051 4的条件下，随机生成

3 000 个 IEEE802.11n 协议中的 LDPC(648, 324)码

字，根据式(1)和式(2)，将其排列成码字矩阵并按

算法1进行排序。标记排序前后码字矩阵的误比特

分布，如图6所示。

对比图 6(a)和图 6(b)可知，排序前码字矩阵的

误比特分布均匀，排序后码字矩阵的误比特分布大

多集中在矩阵下方，取矩阵上部几行码字时，其质

量较排序前有显著提升。这是因为排序后，矩阵上

部码字可靠度高，且出错概率低，而下部码字可靠

度低，更易出错。因此，该算法能有效筛选出高质

量码字用于校验矩阵重建。

3.2　对数似然比更新有效性验证

在误比特率为 0.05 时，随机生成 10 000 个

BCH(63,30)码字。设列抽取次数为 200，比特抽取
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数量为30，校验向量最大重量为18，容错上限为2。

消元矩阵A40 × 30的误比特率随列抽取次数的变化情

况，如图 7(a)所示。在误比特率为 0.006时，随机

生成3 000个 IEEE802.16e标准中定义的LDPC(576,

288)码字。设列抽取次数为 3 000，比特抽取数量

为288，校验向量最大重量为7，容错上限为2。消

元矩阵A298 × 288的误比特率随列抽取次数的变化情

况，如图7(b)所示。

由图7可知，随着列抽取次数增加，消元矩阵的

误比特率先整体下降，最后趋于稳定。这是因为列

抽取次数增多，重建的校验向量就越多，更多来自

校验向量的可靠度信息被更新到比特可靠度中。当

比特可靠度足够高时，消元矩阵的误比特率可能降

为0，如图7(a)所示。在校验向量完全重建后，比特可

靠度不变，消元矩阵的误比特率趋于平稳，如图7(b)

所示。

3.3　容错性能验证

在不同误比特率下，随机生成BCH(63,30)码组

和 IEEE802.11n协议中的LDPC(648,324)码组，其中

BCH(63,30)码组包含 73个码字，LDPC(648,324)码

组包含658个码字。针对每个码组，根据式(1)构造

码字矩阵，并通过直接高斯消元、列高斯消元以及

容错上限为 1和 2的容错高斯消元对其进行变换，

分别得出各码组的疑似校验向量。随后，统计不同

消元算法所得疑似校验向量中真实且线性无关的校

验向量数量，结果如图8所示。

由图8可知，在相同误比特率下，容错高斯消

元的容错能力强于直接高斯消元和列高斯消元，并

且会随着容错上限的提高而增强。原因在于容错高

斯消元通过求解部分错误状态下的疑似校验向量，

增大了被破坏校验关系的恢复概率。而且容错上限

越高，枚举的错误状态越多，容错能力越强。
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3.4　码长对重建的影响

在不同误比特率下，分别随机生成 10 000 个

BCH(15,7)、BCH(31,16)和BCH(63,30)码字。设列

抽取次数为200，比特抽取数量为各自信息长度，校

验向量最大汉明重量分别为4、8和18，容错上限为2，

统计本文算法校验矩阵的重建率，如图9所示。

由图9可知，在误比特率相同的条件下，随着

码长的增大，校验矩阵的重建率降低。这主要基于

两方面原因：一方面是校验向量的汉明重量会随码

长的增大而增加，这既提高了校验关系被误比特破

坏的概率，也使得因不满足式(13)而漏判的情况增

多；另一方面是比特抽取数量随码长的增大而增

多，导致抽到错误比特的概率上升，进而使求解出

的校验向量数量减少。

3.5　码率对重建的影响

在不同误比特率下，分别随机生成 3 000 个

IEEE802.11n协议中码率为
1
2
、

2
3
和

3
4
且码长为648

的LDPC码字。设列抽取次数为 3 000，比特抽取

数量为各码率对应的信息长度，校验向量最大重量

依次为 8、11和 15，文献[11]迭代消元次数为 20，

本文算法容错上限为 2。统计文献[11]与本文算法

的校验矩阵重建率，结果如图10所示。

由图 10可知，在误比特率相同的条件下，随

着码率的增大，校验矩阵的重建率降低。同样是因

为码率增大导致校验向量的汉明重量增大和比特抽

取数量增大，从而导致校验矩阵的重建率降低。仿

真结果表明，在码率分别为
1
2
、

2
3
和

3
4
的情况下，

文献 [11]在误比特率分别达到 0.005、0.002 5 和

0.002时已无法正常工作。而本文算法在误比特率为

0.006 5、0.003 5和 0.002 5时，仍能稳定保持 96%

以上的校验矩阵重建率。因此，与文献[11]相比，

本文算法具有更强的容错性和健壮性。
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3.6　码字数量对重建的影响

在不同误比特率下，分别随机生成1 500、3 000、

6 000 和 10 000 个 IEEE802.11n 协议中 LDPC(648,

324)码字。设列抽取次数为3 000，比特抽取数量为

324，校验向量最大重量为8，文献[11]迭代消元次

数为20，本文算法容错上限为2。统计文献[11]与本

文算法的校验矩阵重建率，结果如图11所示。

由图11可知，在误比特率相同的情况下，码字

数量越多，校验矩阵的重建率越高。这是由于码字

数量增多时，针对某一校验关系，未被破坏的码字

也更多，从而求解出该校验关系的概率更大。仿真

结果显示，在LDPC(648,324)码字数量为10 000的条

件下，当本文算法的误比特率达到0.008时，校验矩

阵的重建率已超过98%。相比之下，文献[11]在误比

特率仅为0.005 5时便已失效。这一结果主要归因于

两方面：一是本文算法具有更强的容错能力和更高

的鲁棒性；二是在每次消元过程中，本文算法会从

码组中筛选出最可靠的码字进行消元处理，而文献[11]

则采用随机选取的方式。因此，随着码字数量的增

加，本文算法的性能提升效果显著优于文献[11]。

3.7　列抽取次数对重建的影响

在误比特率分别为0.003 5与0.006时，随机生成

3 000个 IEEE802.16e标准中定义的LDPC(576,288)

码字。设定比特抽取数量为288，校验向量最大重量

为7，文献[11]的迭代消元次数为20，而本文算法的

容错上限为2。统计不同列抽取次数下本文算法与文

献[11]的校验向量的重建数量，如图12所示。

由图12可知，在误比特率相同的情况下，列抽

取次数越多，校验向量的重建数量就越多。这是因

为：一方面，多次迭代提高了校验关系式被抽取和

求解的概率；另一方面，已求出的校验关系式会提

升未求出关系式被求解的概率，每次求出一个校验

关系式，都会增强码字比特的可靠性，进而增加剩

余关系式被求解的可能性。仿真结果表明，在列抽

取次数为1 000次的情况下，当误比特率为0.003 5和

0.006时，本文算法的校验矩阵重建率均超过99%。

文献[11]在相同列抽取次数下表现较差，当误比特

率为0.003 5时，其校验矩阵重建率不足75%。当误

比特率上升至 0.006时，重建率更是降至不到 1%。

此外，在误比特率为 0.003 5时，本文算法重建出

250个校验向量需要约200次抽取，而文献[11]需要

约 1 600次抽取。由此可见，本文算法不仅具有更

强的容错能力和更高的鲁棒性，还能够在更低的计

算复杂度下高效完成校验矩阵的重建任务。

3.8　权重因子和调节因子对重建的影响

在误比特率为 0.065 时，随机生成 10 000 个

BCH(63,30)码字。设列抽取次数为 200，比特抽取

数量为30，校验向量最大重量为18，容错上限为2。

在误比特率为 0.008 4时，随机生成 3 000个 IEEE 

802.16e标准中定义的LDPC(576,288)码字。设列抽

取次数为3 000，比特抽取数量为288，校验向量最

大重量为7，容错上限为2。首先，将调节因子α的

取值范围设定为0~10，间隔为1，同时将权重因子β

的值设为0.66，分别统计两组码字的校验矩阵的重

建率，如图13(a)所示。然后，将权重因子β的取值
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范围设定为0~1，间隔为0.1，并在0.6~0.7将间隔设

为0.02，同时将调节因子α的值设为1，分别统计两

组码字的校验矩阵的重建率，如图13(b)所示。

由图 13(a)可知，在相同误比特率下，随着调

节因子的增大，校验矩阵的重建率呈现先升后降的

趋势。这是因为调节因子反映了校验向量提供的信

息，其取值需要权衡，若调节因子过小（如等于

零），则无法有效反映比特的可靠性，而若调节因

子过大，则会过度依赖校验向量信息，忽略比特本

身的可靠性。因此，比特的可靠性应综合考虑其对

数似然比的绝对值以及是否通过校验的结果来评

估，而非单纯依赖调节因子。此外，从图中还可以

看出，不同线性分组码的最佳调节因子存在一定差

异。但由于本文不针对具体线性分组码的特例展开

研究，故统一将调节因子设定为1，这一取值基本

能够反映校验向量提供的信息。

由图13(b)可知，在相同误比特率下，随着权重

因子的增大，校验矩阵的重建率同样呈现先升后降

的趋势。这是由于码字的可靠度需综合考虑其内部

比特可靠度的均值和最小值特征，否则难以全面反

映码字的整体可靠性，这与2.2节中的码字可靠度分

析一致。此外，从图中还可以看出，不同线性分组

码的最佳权重因子差异较小，通常在0.6~0.7取得最

优值。因此，本文统一将权重因子设定为0.66，这一

取值能够在均值和最小值特征之间实现较好的平衡。

3.9　实际计算时间对比

首先在误比特率为 0.003 5的条件下，分别随

机生成 K = k + 10 个 LDPC(576, 288)、LDPC(648,

324)、LDPC(648,432)和LDPC(648,486)码字。然后

分别构建码字矩阵并从中随机抽取 k列构造AK × k，

其中 k 为各自码字的信息位长度。在基准频率为

3.70 GHz 的 Intel i5-12600KF CPU 和 MatLab 2022a

的仿真环境下，利用算法2（容错高斯消元）和传

统高斯消元算法对AK × k进行消元，各算法实际计

算时间对比如表1所示。

由表1可知，算法2的实际计算复杂度与2.3节

的理论分析一致，其计算时间约为传统高斯消元算

法的2倍。这是因为算法2额外引入了C2
k′次n维向

量模2加操作，其中C2
k′ ≤ n (n - 1)

2
。因此，算法2

额外增加的计算量最多为
n2( )n - 1

2
次模 2加操作。

该结果进一步验证了当容错上限 nE = 2时，算法 2

的计算复杂度与传统高斯消元算法计算复杂度具有

相同的数量级，即计算复杂度为O (n3 )。
4　结束语

为提高误码条件下线性分组码校验矩阵的重建

率，本文提出了一种基于容错高斯消元的校验矩阵

重建算法。该算法首先通过随机抽取部分码字比特

构建残缺码组并筛选出高可靠度码字。然后利用容

错高斯消元算法求解校验向量。最后，通过已知校

验向量更新码字的可靠度，反复迭代直至完成校验
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  表1　 各算法实际计算时间对比

算法

容错高斯

消元

传统高斯

消元

LDPC(576,
288)/s

0.034

0.015

LDPC(648,
324)/s

0.046

0.019

LDPC(648,
432)/s

0.11

0.05

LDPC(648,
486)/s

0.16

0.08
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矩阵的重建。与传统重建算法相比，本文算法显著

提升了重建所用码字的质量，充分利用了码组中未

破坏的校验关系，增强了疑似校验向量的求解能力

并加速了迭代收敛。仿真结果表明，在相同条件

下，本文算法重建率高于传统重建算法，具备良好

的抗误码性能和实际应用价值。
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